Prof. N. A’Campo Wintersemester 2004/2005

Übungen zur Vorlesung Infini II

1. Aufgabenblatt

Aufgabe 1. Für t ∈ R sei sin(t) :=

∑_∞

k=0(−1)^{k t2k+1}_{(2k+1)!} . Für 0 < t < 2 zeige:

sin(t) > t − t^3/6 > 0. Hinweis: für k ∈ N, k ≥ 2, (−1)^k > 0, und 0 < t < 2 gilt

t^{2k+1} (2k+1)! − t^{2(k+1)+1} (2(k+1)+1)! > 0.

Aufgabe 2. Zeige: sin(4) < 0.

Aufgabe 3. Wir definieren die Zahl π wie folgt: π := Infimum{t ∈ R | t > 0, sin(t) = 0}. Zeige: 2 ≤ π < 4.

Aufgabe 4. Bestimme alle t ∈ R mit e^{it} = 1. Hinweis: e^{it} :=

∑_∞ n=0 (it)^n

n! = sin(t) + icos(t).

Hier definieren wir: cos(t) :=

∑_∞

k=0(−1)^{k t2k}_{(2k)!} .

Aufgabe 5. Zeige für a, b ∈ R:

∫_b a e^{it}dt =^1_i (e^{ib} − e^{ia}).

Aufgabe 6. Zeige für a, b ∈ R die Äquivalenz der Aussagen (i) und (ii): (i) ∫_b a e^{it}dt = 0

(ii)^{b−a}_{2π} ∈ Z.

Aufgabe 6. Sei R_{A,B} in R^2 das Rechteck R_{A,B} := [0, A] × [0, B]. Zeige, dass ∫_{2πA} 0 ( ∫_{2πB} 0 sin(x) sin(y)dy)dx = 0

nur dann gilt, wenn A oder B eine ganze Zahl ist.

Zeige, dass ∫_{2πA} 2πa ( ∫_{2πB} 2πb e^{ix}e^{iy}dy)dx = 0

nur dann gilt, wenn A − a oder B − b eine ganze Zahl ist.

Aufgabe 7. Sei das Rechteck R_{A,B} die Vereinigung von endlich vielen Rechtecken R_i := [a_i, A_i] × [b_i, B_i], a_i < A_i, b_i < B_i, 1 ≤ i ≤ N, derart, dass für jedes i, 1 ≤ i ≤ N, die Differenz A_i−a_i oder B_i−b_i eine rationale Zahl ist und dass gilt AB = ∑_N

i=1(A_i − a_i)(B_i − b_i). Zeige, dass A oder B eine rationale Zahl ist. Hinweis: Interpretiere geometrisch die Annahme AB =

∑_N i=1(A_i − a_i)(B_i − b_i). Wähle C ∈ N, C > 0, derart, dass für jedes i, 1 ≤ i ≤ N, die Differenz CA_i − Ca_i oder

CB_i − Cb_i eine ganze Zahl ist. Schreibe das Integral

∫_{2πCA} 0 ( ∫_{2πCB} 0 e^{ix}e^{iy}dx)dy als Summe von N Integrale, die gleich 0 sind. Schliesse, dass CA oder CB eine ganze Zahl ist.

Aufgabe 8. Für eine komplexe Zahl z definieren wir e^z :=

∑_∞ n=0 z^n

n! . Zeige für u, v ∈ C, dass die Funktion t ∈ R → e^{u+tv} − e^ue^{tv} ∈ C differenzierbar ist. Berechne das Differential. Schliesse: e^{u+v} = e^ue^v.

Aufgabe 9. Zeige, dass die Funktion t ∈ R → sin(t)^2 + cos(t)^2 konstant ist. Leite die Identität sin(t)^2 + cos(t)^2 = 1 her.

Aufgabe 10. Die hier folgende BD stammt aus der Antike. Ein Exemplar aus der Zeit um 1000 v.Chr. ist auf babylonischen Tontafeln erhalten, auch das “Schau mal” steht im Original. Diese BD hat dazu beigetragen, dass der Beweis eines Grundlehrsatzes über Dreiecke mit rechtem Winkel in der damaligen Wissensgesellschaft grosse Bekanntheit genoss.

Es gilt der Lehrsatz von Pythagoras von Samos, geboren in Samos um 570 v.Chr., verstorben in Metapont um 480 v.Chr.: Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Quadrate über den Katheten gleich dem Quadrat über der Hypothenuse.