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Fakt 1. Seien P und Q zwei polygonale Gebiete in der Euklidischen Ebene.
Wir zerscheiden P in endlich viele polygonale Gebiete P1, P2, · · · , Pk . Ebenso Q

in Q1, Q2, · · · , Qk.

a. Sind für 1 ≤ i ≤ k die Teilstücke Pi und Qi kongruent, dann haben P und Q

gleichen Flächeninhalt.

Frage 1. Gilt die Umkehrung von a.? Kann man zwei polygonale Gebiete in
der Euklidischen Ebene P und Q mit gleichem Flächeninhalt so in endlich viele
Teilstücke zerschneiden, dass entsprechende Teilstücke von P und Q kongruent
sind?

Frage 2. Wir verschärfen die Frage 1: Sei Γ eine Untergruppe der Euklidischen
Bewegungsgruppe der Ebene. Zwei polygonale Gebiete A und B heissen Γ-

kongruent, wenn B = γ(A), γ ∈ Γ, gilt.

Sei T die Gruppe der Translationen. Sei T− die Untergruppe, die von T und
einer Punktspiegelung aufgespannt wird.

b. Kann man zwei polygonale Gebiete in der Euklidischen Ebene P und Q mit
gleichem Flächeninhalt so in endlich viele Teilstücke zerschneiden, dass entspre-
chende Teilstücke von P und Q T -kongruent sind?

c. Kann man zwei polygonale Gebiete in der Euklidischen Ebene P und Q mit
gleichem Flächeninhalt so in endlich viele Teilstücke zerschneiden, dass entspre-
chende Teilstücke von P und Q T−-kongruent sind?

Fakt 2. Hier sind die Antworten:

a. Ja, und die Umkehrung gilt auch: Satz von Bolyai-Gerwien.

b. Nein, Satz von Hadwiger-Glur.

c. Ja, Folgerung des Satzes von Hadwiger-Glur.

Frage 3. Definiere für polygonale Gebiete in der Euklidischen Ebene eine
neue Grösse J , die für je zwei stücksweise T -kongruente Gebiete übereinstimmt.
Dabei heisse die Grösse J neu, wenn es polygonale Gebiete P und Q gibt, die
zwar den gleichen Flächeninhalt haben, aber für die J(P ) 6= J(Q) gilt.

Frage 3 (und auch 4) ist Teil des Satzes von Hadwiger-Glur. Nun ist die opti-
mistische Frage erlaubt:

Frage 4. Kann man zwei polygonale Gebiete in der Euklidischen Ebene P und
Q mit gleichem Flächeninhalt und übereinstimmender J-Grösse so in endlich
viele Teilstücke zerschneiden, dass entsprechende Teilstücke von P und Q T -
kongruent sind?
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Frage 5. Wie Frage 4 für die Gruppe T j , Gruppe aufgespannt von T und einer
Drehung um 2π

3
.

David Hilbert stellte in seinem berühmten Vortrag beim Internationalen Mathe-
matikerkongress im Jahre 1900 eine Reihe wichtiger ungelöster Probleme vor,
siehe F. Browder (Ed.), Mathematical developements arising from Hilbert Pro-
blems, Proc. Symp. Pure Math. 28 part. 1,2, AMS, 1976. Das 3. Problem kann
man so formulieren: Sind je zwei Polyeder mit gleichem Volumen zerlegungs-
gleich? Das heisst: Kann man immer erst das eine Polyeder in polyedrische
Teile schneiden und dann das andere Polyeder aus diesen Teilen wieder zusam-
mensetzen?

Dieses Problem wurde von Max Dehn [D] im selben Jahr gelöst, was zu neuen
Fragen und weiteren Verallgemeinerungen führte. Zum Beispiel ist diese Frage
für Polyeder in Euklidischen Räumen der Dimension grösser 4 und in hyperbo-
lischen Räumen der Dimension grösser 2 noch immer ungelöst.

Fazit: Studiere Puzzleäquivalenz, lese zum Beispiel [N].
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